
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

חדוא ב'



תוכן העניינים

1 1. גבול של פונקציה

14 2. רציפות של פונקציה - משפט ערך הביניים

28 3. הגדרת הנגזרת - גזירות של פונקציה - נגזרות חד-צדדיות



חדוא ב'
פרק 1 - גבול של פונקציה

תוכן העניינים

1. הסבר כללי  י (ללא ספר)

2. הצבה י 1

3. צמצום י 2

4. הכפלה בצמוד י 3

5. גבולות טריגונומטריים י 4

6. פונקציה שואפת לאינסוף י 6

7. איקס שואף לאינסוף י 7

8. הגבול של אוילר י 9

9. כלל הסנדויץ י 10

10. גבול של פונקציה מפוצלת י 11
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 הצבה

   השאל

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב 

2 . א

4
lim 1
x

x x
→

+ + 

 .ב
10

1
lim

2x

x

x→

+

+
 

 . ג
1

lim 3
x

x
+→

+ 

 .ד
100

lim 20
x→

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובה 

ב.  21א. 
11

12 
 02ד.   2ג.    
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 צמצום 

 שאלות

 :הבאיםאת הגבולות   וחשב

1) 
2

23

6
lim

9x

x x

x→

− −

−
 2) 

2

25

2 50
lim

2 3 35x

x

x x→−

−

+ −
 

3) 
7

1
lim

1x

x x

x→

−

−
 4) 

1
lim

1

n

x

x x

x→

−

−
 

5) 
2

21

2

2 5 2
lim

6 5 1x

x x

x x→

− +

− +
 6) 

4

2

16
lim

2x

x

x→

−

−
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→−

+

+
 8) 

3

3

27
lim

3x

x

x→

−

−
 

9) 
2

3 24

16
lim

4 4x

x

x x x→

−

− + −
 10) 

5

1

1
lim

1x

x

x→−

+

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

6
 2) 

10

8.5
 3) 6 4) 1n− 5) 3 - 

6) 32 7) 3 8) 27 9) 
8

17
 10) 

1

5
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 הכפלה בצמוד

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) 
1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 2) 

3

3
lim

1 2x

x

x→

−

+ −
 

3) 
3

3 6
lim

2 6x

x

x→

− +

−
 4) 

2

21

2 2
lim

1x

x x

x→

+ + −

−
 

5) 
4

2 1 5
lim

4x

x x

x→

+ − +

−
 6) 

1

2 3 1
lim

1 2 1x

x

x→

− +

− −
 

7) 
3

1

1
lim

1x

x

x→

−

−
 8) 

2

22

5 3
lim

2x

x

x x x→−

+ −

+ + +
 

9) 
3

30

1 1
lim
x

x x

x→

+ + −
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2
 2) 4 3) 

1

12
− 4) 

3

8
 

5) 
1

6
 6) 

3

4
 7) 

1

3
 8) 

8

3
− 

9) 
1

2
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 גבולות טריגונומטריים

 שאלות 

sinבגבול הטריגונומטרי   ו)היעזרהבאים את הגבולות  וחשב

0
lim 1x

x
x→

=:) 

1) 
( )

0

sin 3
lim

4x

x

x→
 2) 

( )

( )0

sin 3
lim

sin 4x

x

x→
 

3) 
0

cos
lim

sin 2x

x x

x→
 4) 

20

1 cos
lim
x

x

x→

−
 

5) 
30

tan sin
lim
x

x x

x→

−
 6) 

0

1 sin cos
lim
x

x x

x→

+ −
 

7) 
( )

40

1 cos 1 cos
lim
x

x

x→

− −
 8) 

30

3sin sin 3
lim
x

x x

x→

−
 

9) 
20

1 cos
lim
x

x

x→

−
 10) 

21

sin(1 )
lim

1x

x

x→

−

−
 

11) 
sin sin

lim
x a

x a

x a→

−

−
 12) 

cos cos
lim
x a

x a

x a→

−

−
 

13) 
tan tan

lim
x a

x a

x a→

−

−
 14) 

sin 4
lim

sin10x

x

x→
 

15) 

4

lim tan 2 tan
4x

x x




→

 
− 

 
 16) 

1
lim(1 ) tan

2x

x
x



→
− 

17) 
20

1 sin cos
lim

sinx

x x x

x→

+ −
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 תשובות סופיות 

1) 
3

4
 2) 

3

4
 3) 

1

2
 4) 

1

2
 5) 

1

2
 

6) 
1

2
 7) 

1

8
 8) 4 9) 

1

4
  

10) 
1

2
− 11) cosa 12) sina− 13) 

2

1

cos a
 

14) 
4

10
 15) 

1

2
 16) 

2


 17) 1 

 

 

 

 

 זהויות טריגונומטריות שכדאי להכיר

sin sin 2sin cos
2 2

sin sin 2sin cos
2 2

cos cos 2cos cos
2 2

cos cos 2sin sin
2 2

sin( )
tan tan

cos cos

sin( )
tan tan

cos cos

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b a b
a b

a b
a b

a b

a b
a b

a b

+ −
+ =


− + − =




+ −
 + =



− + − = −

 +
 + =

 −

− =


 

sin( ) sin cos cos sin

sin( ) sin cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

cos( ) cos cos sin sin

sin 0

cos ( 1)

sin cos
2

cos sin
2

n

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

n

n

a a

a a









+ = +


− = −


+ = −
 − = +

=


= −

  
+ = 

  


  + = −   
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 פונקציה שואפת לאינסוף 

 שאלות

 :הבאיםאת הגבולות   וחשב

1) 
2

0

4
lim
x

x

x→

+
 2) 

( )
2

2

1
lim

2x

x

x→

−

−
 

3) 
( )

2

22
lim

2x

x

x→

−

−
 4) 

( )( )

2

2

1
lim

2 5x

x

x x→

−

− −
 

5) 
0

ln
lim
x

x

x+→
 6) ( )

2

1
lim ln 2

2x
x

−→
− − 

7) ( )( )2

0
lim ln 2ln 3
x

x x
+→

+ − 8) 
1

0
lim x

x
e

→
 

9) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

+→

+

 10) 
1

0

1
lim

1 2
x

x

−→

+

 

11) 
10

1
lim

1 2
x

x
→

+

 12) 
0

lim ln cot
x

x x
+→

 

13) 
3 4

1

1 1
lim

1x

x x

x→

− − −

−
  

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1)  2)  3) − 4)  

5) − 6)  7)  8)  

9) 0 10) 1 11)  12) − 

13) −    
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x שואף לאינסוף 

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב

1) ( )
ln

lim
x

x

x
e−

→
 2) lim arctan x

x
x e

→−
+ 

3) 
2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
 4) 

4 2

3

2 6
lim

3 10x

x x

x x→−

+ +

+
 

5) 
4 2

5

2 6
lim

3 10x

x x

x x→

+ +

+
 6) 

2 5 6
lim

2 10 2x

x x x

x→

 − +
− 

+ 
 

7) 
2 1

lim
x

x

x→

+
 8) 

2 1
lim
x

x

x→−

+
 

9) 
6

3 2

9 5
lim

2 1x

x x

x x→−

−

− +
 10) 

3 4 2 6

3 4

2 6 27
lim

3 10 4x

x x x

x x x→

+ + +

+ +
 

11) 
2 3 3

lim
4 1 5 1x

x x

x x→

+ − −

+ − −
 12) 

1

4 2 3

16 4
lim

2 2

x x

x xx

+

+ +→

+

+
 

13) 

1

2

4 2 3

16 4
lim

2 2

x
x

x xx

+

+ +→−

+

+
 14) 

1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→

 +

+
 

15) 
1

0.5 3

4 9 3
lim

81 3

x x

x xx

+

+→−

 +

+
 16) 

2

2

4 2
lim

1000x

x

x x→

+

+
  

17) 
3

3 2

3 5 1
lim ln

2 1x

x x

x x→

 − −
 

− + 
 18) 

4 22 6
43 10lim

x

x x

x xe
→

+ +

+ 

19) 
4 2

5

2 6
lim sin

3 10x

x x

x x→−

 + +
 

+ 
 20) 5

1
lim

2x

ax

bx→

+

+
 

21) ( )2lim 5
x

x x x
→

+ − 22) ( )2lim
x

x kx x
→

+ − 

23) ( )2lim 1
x

x x x
→

+ + − 24) ( )2lim 1
x

x x x
→−

+ + + 

25) ( )4 2 2lim 1
x

x x x
→

+ + − 26) ( )2 2lim
x

x ax x bx
→

+ − + 
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27) 
( ) ( )

( ) ( )

410 2

2102 3

4 3 1
lim

2 5 1
x

x x

x x x
→

− −

− +
 28) 

5

4

1
1 1

lim
1

1 1
x

x

x

→

 
− − 
 

 
− − 
 

 

29) ( )2 1lim ln 5 2 6x x

x
e x+ +

→

  +  −
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 2) 
2


− 3) 4 4) − 

5) 0 6) 5 - 7) 1 8) 1 - 

9) 3 - 10) 1.5 11) 
1 3

2 5

−

−
 12) 

1

4
 

13) 0 14) 4 15) 
1

9
 16) 2 

17) ln3 18) 
1

3e 19) 0  

0bאם  (20  :5lim
a

b
=

 
0b , 0. אם a=  :  :0 , 0. אםb a=  :−. 

21) 2.5 22) 
2

k
 23) 

1

2
 24) 

1

2
− 

25) 
1

2
 26) 

2

a b−
 27) 

4

10

3

2
 28) 

5

4
 

29) ln(6 )e    
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 הגבול של אוילר

 שאלות 

) :בגבול של אוילר  ועזרי)ההבאים את הגבולות  ושבח ) ( )
1

1

0
lim 1 lim 1

x x

x
x x

x e
→ →

+ = + =:) 

1) 
1

lim 1
2

x

x x→

 
+ 

 
 2) 

2

1
lim 1

x

x x→

 
+ 

 
 

3) 
2

lim

x

x

x

x→

+ 
 
 

 4) 

2 1

2

1
lim 1

x

x x

−

→

 
− 

 
 

5) 
2 3

lim
2 3

x

x

x

x→

+ 
 

− 
 6) ( )

1

0
lim 1 sin x

x
x

→
+ 

7) 

24
2

2

1
lim

4

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 8) 

10
2

2

4 1
lim

2

x

x

x x

x x→

 + +
 

+ + 
 

9) 
1

lim 1 tan

x

x x→

 
+ 

 
  

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 תשובות סופיות 

1) 
1

2e 
2) 1 3) 2e 4) 1e− 5) 3e 

6) e 7) 12e− 8) 30e 9) e  
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 כלל הסנדוויץ'

 שאלות 

 : 10-1 תולא שבאת הגבולות  וחשב

1) 
sin

lim
x

x

x→
 2) 

( )cos 2 1
lim
x

x

x→

+
 

3) 
3 sin

lim
4 cosx

x x

x x→

+

+
 4) 

2

2

3 sin 2
lim

cos3x

x x x

x x→

+ +

+
 

5) 
0

1
lim sin
x

x
x→

 
  

 
 6) ( )2 2

0
lim cos ln
x

x x
→

 

7) 
( )

( )

3 arctan 2 3
lim

4 arctan lnx

x x

x x x→

+ −

+ −
 8) lim 2 3 4x x x x

x→
+ + 

9)  
1

lim
x

x
x→

 10)  
0

1
lim
x

x
x+→

 

z:נתונה פונקציה  (11 המקיימת   ,→
2

lim ( ) 4
x

z x
→

=, 

f:ונתונה פונקציה  )המקיימת   ,→ )
2

4 ( ) ( ) ( )z x f x z x ,   לכלx . 

את הגבולות הבאים: וחשב

( )( )
( )2 2

2 2 2

cos ( )
lim ( ) , lim tan( ( )) , lim , lim
x x xx

z x
f x z x z x x

x→ → →→−
− 

 

)חשבו את הגבול  (12 )lim sin 1 sin
x

x x
→

+ −. 

 

 תשובות סופיות 

1) 0 2) 0 3) 
3

4
 4) 3 5) 0 

6) 0 7) 
3

4
 8) 4 9) 1 10) 0 

11) 
2

lim ( ) 16
x

f x
→

= ,  
( )cos ( )

lim 0
x

z x

x→
=, 

2
lim tan( ( )) tan 4
x

z x
→

= , ( )( )2 2

2
lim 2

x
z x x

→−
− = 

12) 0 
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 פונקציה מפוצלת גבול של 

 שאלות

   :גרף של פונקציה להלן (1

 

 חשבו את הגבולות הבאים או הוכיחו שהם לא קיימים: 

 .א
1 2 1

1. lim ( ) 2. lim ( ) 3. lim ( )
x x x

f x f x f x
→ → →−

 

) .ב ) ( )2 2

1 1
1. lim 3 2. lim 3

x x
f f f f

→ →−
− − 

 .ג
1 1

1 1
1. lim 2. lim

4 1x xf f→ →− −
 

 

)נגדיר פונקציה   (2 )f x :( )
2

1 0

0.5 0

1 0 2

1.5 6 2

x

x
f x

x x

x x




=
= 

−  
 − 

. 

 שרטטו את הפונקציה.  .א

)חשבו, אם ניתן, את   .ב ) ( )
0 2

lim , lim
x x

f x f x
→ →

. 

)חשבו, אם ניתן, את הגבול   .ג )( ) ( )
2

2
lim 4 10
x

f x f x
→

 +
 

. 
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)נגדיר פונקציה   (3 )f x :( )

1 0

0.5 0

cos 0

0.5

x

x
f x

x x

x








=
= 

 
− 

. 

 שרטטו את הפונקציה.  .א

)חשבו, אם ניתן, את   .ב ) ( )
0

lim , lim
x x

f x f x
→ →

. 

)חשבו, אם ניתן, את הגבול   .ג )( ) ( )
2

lim 2 3
x

f x f x
→

 +
 

. 

 

)חשבו את הגבול   )lim
x a

f x
→

 של הפונקציות הבאות: 

4) ( ) ( )
1

sin 4
0

0 ,

4 0x

x
x

xa f x

e x




= = 


+ 

 

 

5) ( ) ( )

2 2
1

1
1 ,

1
1

1

x x
x

x
a f x

x
x

x

 + −


 −
= = 

− 
 −

 

 

6) ( ) ( )0  ,  
x

a f x
x

= = 

 

7) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

=  = 

 

8) ( ) ( ) ,  
x

a f x
x

= − = 

 

א.  (9
21

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
 

ב. 
24

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1
1 2

1.lim ( ) 1 , 2. lim ( )
x x

f x f x
→ →

= = 
1

, 3. lim ( )
x

f x
→−

=  

)ב.  ) ( )2 2

1 1
1. lim 3 2 , 2. lim 3 2

x x
f f f f

→ →−
− = − = 

ג. 
1 1

1 1 1
1. lim , 2. lim

4 ( ) 3 1 ( )x xf x f x→ →
= = 

− −
 

)ב.  ראו בסרטון. א.  (2 ) ( )
0 2

lim 1, lim 3
x x

f x f x
→ →

= =  6ג.  −

)ב.  ראו בסרטון. א.  (3 )
0

lim 1,
x

f x
→

=  ( )lim
x

f x
→

 −1ג.   

4) 4 

5)  

6)  

7) 1  

8) 1− 

ב.   א. אין גבול.  (9
1

6
 

1
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חדוא ב'
פרק 2 - רציפות של פונקציה - משפט ערך הביניים

תוכן העניינים

1. רציפות של פונקציה י 14

2. משפט ערך הביניים י 20

3. תכונות נוספות של פונקציות רציפות י 24

4. שיטת החצייה י 27

13

13
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 רציפות של פונקציה

 שאלות 

 שלהן,  1את רציפות הפונקציות ב"נקודת התפר"בדקו : 1-6בשאלות 
 גם את גרף הפונקציה: שרטטו  , 2-ו  1ובשאלות 

1) ( )
1 2

5 2

x x
f x

x x

+ 
= 

− 
 2) ( )

2

1

1

x x
f x

x x


= 


 

3) ( )

1
1

2 1 2

1 2

2 2

x
x

x xf x

x

x x




 −  = 
 =


− 

 4) ( )
2

sin 0

0 1

2 1 2

3 2

x x

x x
f x

x x

x x




 
= 

−  
 − 

 

5) ( )
1

sin 4
0

4 0x

x
x

xf x

e x




= 


+ 

 6) ( )
1

sin
0

2 0

1 0x

x
x

x

f x x

e x





= =

 + 


 

 

 : 6-3עבור כל אחת מהפונקציות בשאלות   (7
 . עבור כל נקודת אי רציפות מאיזה סוג היארשמו 

 . פונקציה בעלת נקודת אי רציפות מסוג שניהדגימו בנוסף, 
 

, על מנת שהפונקציות תהיינה k: מה צריך להיות הערך הקבוע של 8-11בשאלות 
 ?xרציפות לכל 

8) ( )
2 2 2

5 6 2

kx x x
f x

kx x

 + − 
= 

− 
 9) ( )

2 2 3
1

1

1

x x
x

f x x

k x

 + −


= −
 =

 

10) ( )

2 5 3
2

2

2

x
x

f x x

k x

 + −
 

=  −
 =

 11) ( )
2

2 0

0x

x k x
f x

x x

− 
= 


 

 . 'כלל לופיטל' בעזרתניתן לפתור רק  11הערה: שאלה  

 

 
 נקודת תפר היא הנקודה בה נוסחת הפונקציה משתנה.  1

1
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 ,b-ו a: מה צריכים להיות הערכים של הקבועים 21-51בשאלות 
 על מנת שהפונקציות תהיינה רציפות בתחום הגדרתן?

12) ( )

0

sin
0

2

cos

ax b x

x
f x x

x

a x x





+ 



=  




 

 

13) ( )

( )

23

2

1

1 1 1

1
4 1

1

a x x x

f x bx x x

x a a
x

a x




+  −


= + − −  


− + − 
 −

 

 

14) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

1

1 ln 1 0 1

2 2
0

2 4

x

x

x

x x

f x x x b x

a x

−








= − + +  

 −



 +

 

 

15) ( )

( )

1

1

2

1

2

1
1

1

1 2

1 2

x

x

x

e

f x ax b x

x x

−

−




 +


= +  

 − 



 

 .בעזרת 'כלל לופיטל'ניתן לפתור רק  15-14הערה: שאלות 

 

 :הוכיחו או הפריכו (16

 סכום שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציה לא רציפה.  . א

 הפרש שתי פונקציות לא רציפות הוא פונקציה לא רציפה.  .ב

 מכפלת שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.   . ג

 מנתן של שתי פונקציות לא רציפות היא פונקציה לא רציפה.  .ד

 

1
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fלא רציפה. האם  g-רציפה ו f-ידוע ש (17 g+ ?רציפה 
 .זאת  וחיהוכ

 

)תהי  (18 )
1 1 4

2 1 4

x x
f x

x

 − + 
= 

+ 

. 

 שרטטו את גרף הפונקציה. . א

 מצאו את נקודות האי רציפות של הפונקציה ואת סוגן )במידה ויש(. .ב

תהי  . ג
1

( )g x x
x

= )ותהי  ,+ )f x  מוגדרת וחיובית לכלx. 

)האם ההרכבה   ( ))g f x  בהכרח רציפה לכלx? 

 

)פונקציה חסומה בקטע   fתהי  (19 )0,1. 

)הפונקציה המוגדרת בקטע   gתהי  )0, ), על ידי  2 )
( )

2

0 1

1 2

f x x
g x

x x

  
= 

 

. 

האם יתכן שהנקודה  . א
0 1x  . ו? נמקgרציפות סליקה של  -היא נקודת אי =

)חסומה בקטע  gהאם  .ב )0,  . ו? נמק2

 

:תהי  (20 (0, )f →   פונקציה שמקיימת( ) ( ) ( )f x y f x f y+ x,לכל   ,= y. 

0x-רציפה ב f-נניח ש =. 

 .xרציפה לכל  f-ש וחיהוכ

 

:תהי  (21 (0, )f →   פונקציה שמקיימת 
2

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ x,לכל   ,= y. 

0x-רציפה ב f-נניח ש =. 

 .xרציפה לכל  f-ש וחיהוכ

 

)נתונה הפונקציה  (22 )
1

2
2

f x x x= −    . 

 :הוכיחו או הפריכו

 .x  חסומה לכל  f  הפונקציה . א

 .xרציפה לכל   fהפונקציה   .ב

 .  xמונוטונית לכל   fהפונקציה   . ג

 .xזוגית לכל  - זוגית או אי  fהפונקציה   .ד

  

1
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 ענו על הסעיפים הבאים: (23

)פונקציה   . א )f x  מקיימת( )f x x  לכלx. 

0x-שהפונקציה רציפה ב וחיהוכ =. 

)פונקציה   .ב )f x  מקיימת( ) sinf x x  לכלx. 

 שהפונקציה רציפה באינסוף נקודות שונות.  וחיהוכ

 

)הפונקציה   (24 )f x   רציפה לכלx. 

1xידוע כי עבור     ,( )f x  נתונה על ידי הנוסחה( )
( )sin

1

x
f x

x


=

−
. 

)מצאו את הנוסחה של  )f x  לכלx. 

 

)הפונקציות  (25 ) ( )3 2g x f x+ ו-( ) ( )2f x g x−  רציפות לכלx. 

)הוכיחו שהפונקציה  ) ( )f x g x−  רציפה לכלx. 

 

)תהי  (26 )f x  מוגדרת לכלx   ומקיימת( )
0

lim ( ) 1 ( ) 0
x

f x f x
→

− =  . 

)הוכיחו או הפריכו:    . א )
0

lim 0
x

f x
→

)או  = )
0

lim 1
x

f x
→

=. 

וגדרת' במילה האם תשתנה תשובתך לסעיף א' אם נחליף את המילה 'מ .ב
 ? 'רציפה'

 

 .xמוגדרת לכל  fתהי  (27
 הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות: 

)אם  . א )sinf x  רציפה לכלx,  אזf  רציפה לכלx. 

)אם  .ב )sin ( )f x  רציפה לכלx,  אזיf  רציפה לכלx. 

מתקיים  0xאם לכל  . ג
0

lim ( ) 4
x x

f x
→

)אזי  ,= ) 4f x  .xלכל =

 ?xרציפה לכל  fאם ידוע בנוסף כי   ,כיצד תשתנה תשובתך

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

 רציפה. (1

 רציפה. (2

1xרציפה בנקודה   (3 2x, לא רציפה בנקודה = =. 

0,1xרציפה בנקודות  (4 2x, לא רציפה בנקודה = =. 

 לא רציפה.  (5

 לא רציפה.  (6

 . סליקה. 3  . סוג ראשון.4 . סליקה. 6 סליקה. . 5 (7

8) 1k =  

9) 4k =  

10) 
2

3
k = 

11) 1k = − 

12) 
1

0 , 
2

a b= = 

13) 1 , 2a b= 1a , 2או  = b= =. 

14) 1 12  , a e b e− −= − = 

15)  , 
3 3

e e
a b= = − 

 הוכחה.שאלת  (16

 הוכחה.שאלת  (17

 א.  (18

 
-  

 

5xהפונקציה רציפה לכל ב.    ג. לא.  יש אי רציפות מסוג ראשון. −5-ב .−

 ב. כן.   א. לא.  (19

 הוכחה.שאלת  (20

1
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 הוכחה.שאלת  (21

 ד. טענה לא נכונה. טענה לא נכונה.   ג. ב. טענה לא נכונה. א. טענה נכונה. (22

 שאלת הוכחה. (23

24) ( )
( )

1

sin
1

1

1

x

x
f x x

x

x







− = −



=  
−

 =

 

 שאלת הוכחה. (25

 שאלת הוכחה. (26

 שאלת הוכחה. (27

 

1
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 משפט ערך הביניים

 שאלות 

 שלמשוואה יש לפחות פתרון אחד: הוכיחו  4-1בשאלות 

1) 3 4 1 0x x+ − = 

 

2) 2 lnx x= − 

 

3) 0.25sin 7x x− = 

 

4)  3 2 0x bx cx d+ + + = 

 
 שלמשוואה יש לפחות שני פתרונות: הוכיחו  6-5בשאלות 

5) 5 0xe x− = 

 

6) 3 1
4 5 0x x

x
+ − = 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (7

), המקיימת:  xפונקציה רציפה לכל  fתהי  . א ) ( )0 1 , 1 2f f= =. 

)שלמשוואה הוכיחו  ) sin 4f x x x+  יש לפחות פתרון אחד. =

:תהי  .ב [ 4, 4]f →  פונקציה רציפה. −

2שלמשוואה הוכיחו  ( ) 1x f x+  יש לפחות פתרון אחד. =

 

 קטע, שאורכו אינו עולה על יחידה אחת, מצאו   (8

2בו למשוואה  1
10x

x
=  יש פתרון. −

 

)נגדיר   (9 ) 2 1

1
f x x

x
= +

−
 . 

)את חשבו  . א ) ( )0  ,  2f f. 

2האם ניתן להסיק לפי משפט ערך הביניים שלמשוואה  .ב 1
0

1
x

x
+ =

−
 

)יש פתרון בקטע   )0, 2? 

 

1
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f,תהיינה  (10 g פונקציות רציפות ב- ,a b   המקיימות( ) ( ) ( ) ( ),f a g a f b g b  

aשקיימת נקודה  הוכיחו  c b שבה( ) ( )f c g c=. 

 

]נתונה פונקציה רציפה בקטע סגור  (11 , ]a b .שהוא חלקי לתחום הגדרתה 

)-נניח ש )[ , ] [ , ]f a b a b. 

]כי קיימת נקודה הוכיחו  , ]c a b כך ש-( )f c c=. 

תנקודת כנ"ל נקראת " c נקודה בֶׁ  " של הפונקציה.שֶׁ
 

[0,1]:נתונה פונקציה רציפה  (12 [0,1]f →  . 

)1.5-כך ש c[0,1]קיימת נקודה כי הוכיחו  )f c c=. 
 

f[0,1]:פונקציה רציפה נתונה  (13 (0)המקיימת    → (1)f f=. 

)-כך ש c[0,0.5]כי קיימת נקודה הוכיחו  . א ) ( 0.5)f c f c= + . 

,כי קיימות נקודות הוכיחו  .ב [0,1]c d  כך ש -( ) ( )f c f d=. 
 

,0]:נתונה פונקציה רציפה  (14 2]f (0)המקיימת    → (2) (1)f f f  . 

כי קיימים הוכיחו 
1 2, [0,2]c c   כך ש-

1 2( ) ( )f c f c= . 

 

f[0,8]:פונקציה רציפה נתונה  (15 (0)המקיימת    → (8)f f= . 

1כי קיימות נקודות הוכיחו  2 3 4, , , [0,8]c c c c  כך ש - 

. 1 2 3 4( ) ( ), ( ) ( )f c f c f c f c= =   

 

)שהפונקציה הוכיחו  (16 ) sinf x x x=  .היא על  +

 

)שהפונקציה הוכיחו  (17 ) sinf x x x=   היא על. 

 

f:תהי  (18  .2פונקציה רציפה ומחזורית עם מחזור  →

0xשקיים הוכיחו   0-כך ש 0( ) ( )f x f x+ =. 

 

10יהיו  (19 ,..., 1na a   1קבועים המקיימים ... 1na a+ + =. 

|1הוכיחו כי למשוואה   | ... | |
2

n

n
x a x a− + + −  יש לפחות פתרון אחד. =

  

1
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 על הסעיפים הבאים:ענו  (20

f:תהי  . א  פונקציה חח"ע ורציפה. →

 עולה ממש או יורדת ממש.fכי  הוכיחו 

:תהי  .ב [0, )f →  .פונקציה חח"ע ועל 

 .-לא רציפה בfכי  הוכיחו 

 

:תהי  (21 [ 1,1]f →  פונקציה רציפה. −

)שעבורם   ,x כי קיימים אינסוף ערכים שלהוכיחו  ) sinf x x=. 

 

), מהצורה  זוגיתפולינום ממעלה  Pיהי  (22 ) 1

1 0

n n

nP x x a x a−

−= + + +, 

ונניח כי  
0 0a . 

 ממשיים, שונים זה מזה.פחות שני שורשים לישנם  P-כי ל הוכיחו 

 

f,יהיו (23 g  :פונקציות רציפות המקיימות 

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x k f x k g x k g x k
→ →− → →−

= = − = − 0כאשר   ,= k . 

)כי קיים לפחות פתרון אחד למשוואה הוכיחו  ) ( )f x g x=. 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (24

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  . א ),a b 1, ותהיינה, , nx x   1)כאשרn  )

)-נקודות כלשהן ב ),a b. 

)בקטע    cשקיימת נקודה  הוכיחו  ),a bכך ש , -

( ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +. 

)פונקציה רציפה בקטע   fתהי  .ב ),a b. 

)האם לכל  ),c a b,  1ניתן למצוא נקודות, , nx x,שונות זו מזו , 

1nכאשר  , כך ש -( ) ( ) ( )( )1

1
nf c f x f x

n
= + +? 

 .זאת הוכיחו 

 

)פונקציה רציפה בקטע פתוח   f תהי (25 , )a b. 

lim  נניח כי: ( ) , lim ( )
x a x b

f x f x
+ −→ →

= − = . 

)כי תמונת הקטע  והרא , )a b  היא. 

  

1
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f:תהי  (26 (0)המקיימת   ,פונקציה רציפה → 1, (1) 4f f= − =. 

תהי  [0,1] | ( ) 0S x f x=  =. 

 לא ריקה.  S-שהוכיחו  . א

 .שנסמנו   ,יש חסם עליון S שלקבוצההוכיחו  .ב

[0,1)כי  הוכיחו  . ג . 

)כי  הוכיחו  .ד ) 0f  =. 

 

תהי  (27 : ,f a b )- רציפה, כך ש → ) ( )f a f b=. 

שקיימים הוכיחו 
1 2a x x b   כך ש ,-( ) ( )1 2f x f x= . 

 

)תהי  (28 )z x  רציפה בקטע  פונקציה ,a b    0ויהי 1r . 

)בקטע, עבורו מתקיים   cהוכיחו שיש  ) ( ) ( )(1 )z c rz a r z b= + −. 

 

 :יפים הבאיםענו על הסע (29

sinהוכיחו כי למשוואה   . א cos sin2A x B x C x+  יש פתרון. =

)תהי  .ב )f x  רציפה לכלx   (4)המקיימת 2 (2), (0) 0f f f . 

2)  -כך ש cהוכיחו שקיים  ) 2 ( )f c f c= . 

)תהי  . ג )f x  רציפה לכלx   (0)המקיימת 1, (1) 2f f= =. 

  -כך ש aהוכיחו שקיים 
1

( )f a
a

= . 

 

 .xמוגדרת לכל  fה  פונקצי (30
 התכונה הבאה:את לפונקציה יש 

 כל ערך ממשי מתקבל על ידי הפונקציה בדיוק פעמיים. 
 הוכיחו כי הפונקציה אינה יכולה להיות רציפה. 

 

 

 

 סופיות תשובות 

8)  0.1,1 

)א.  (9 ) ( )0 1 , 2 5f f= −  ב. לא.   =

 הן שאלות הוכחה. 30-10ושאלות   7-1שאלות 

 ooL.co.ilGאתר  ל בסרטוני וידאו היכנסולתשובות מלאות 
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 תכונות נוספות של פונקציות רציפות 

 שאלות

 . ו זאתח יהוכ ו  ,בכל סעיף האם הטענה נכונה או לא נכונה  וקבע (1

קיימת פונקציה המוגדרת בקטע   0,1,  :שהיא 

 חח"ע, אבל לא מונוטונית. .א

 מונוטונית, אבל לא רציפה. .ב

 מונוטונית, אבל לא חסומה.  .ג

 חסומה, אבל לא רציפה.  .ד

 רציפה, אבל לא חסומה.  .ה

 הופכת מחיובית לשלילית מבלי לעבור דרך האפס. .ו

 מקבלת מקסימום ומינימום אבל לא רציפה.  .ז

 רציפה אבל לא מקבלת מקסימום.  .ח

 שתמונתה אינו קטע.  ,חסומה .ט

 רציפה, שתמונתה אינה קטע.  .י

 אבל בעלת התכונה,  אינה רציפה בקטע זה, . יא

שתמונת הקטע   0,1  על ידי ,f .היא קטע , 

 

]:תהי   (2 , ]f a b )המקיימת    ,פונקציה רציפה → ) 0f x ,   לכל[ , ]x a b. 

0שקיים  הוכיחו  , כך ש -( )f x ,   לכל[ , ]x a b. 

 

,0]:תהי   (3 )f  limנניח כי  , ו פונקציה רציפה → ( )
x

f x
→

 קיים.  

 חסומה.  f- שהוכיחו 

 

,יהיו   (4 :f g 1נתון שלכל שתי נקודות    פונקציות רציפות. → 2,x x, 

1המקיימות   2x x,   1קיימת נקודה 3 2x x x  ,  3שעבורה 3( ) ( )f x g x=. 

)כי  הוכיחו  ) ( )f x g x=, לכל  x. 

 

[0,1]:תהי   (5 (0,1)f  פונקציה על.  →

 .[0,1]- לא רציפה ב f- שהוכיחו 

 

f:תהי   (6 )2שמקיימת   , פונקציה רציפה → ) ( )f x f x=,   לכלx. 

 פונקציה קבועה.  f- שהוכיחו 

 

1
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f:תהי   (7 )שמקיימת   , פונקציה רציפה → ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +, 

x,לכל   y. 

)כי  הוכיחו  ) (1)f x f x=,   לכלx. 

 

)תהי   (8 )f x   מוגדרת בקטע  הפונקציה( , )a b,  ונניח שקיים קבוע ממשי  K, 

  ,כך שלכל שתי נקודות
1x  2-וx,   בקטע( , )a b,   ליפשיץתנאי  מתקיים : 

       
1 2 1 2| ( ) ( ) | | |f x f x K x x−  −  

)כי  הוכיחו  )f x   רציפה בקטע( , )a b. 
 להוכיח בשתי דרכים שונות.  ו* נס

 

 שלכל פולינום ממעלה זוגית יש נקודת מינימום מוחלט. הוכיחו  (9
 באריכות: 
אז קיימת נקודה   ,פולינום ממעלה זוגית fשאם  הוכיחו 

0x , 

)0- כך ש ) ( )f x f x,   לכלx. 

 

 : וחי ב הוכ-א וסעיפים ב (10

 קיימת סדרה של רציונליים שמתכנסת אליו.  ,שלכל מספר ממשי .א

 רציונליים שמתכנסת אליו. -קיימת סדרה של אי ,שלכל מספר ממשי .ב

תהי   .ג
1

( )
0

x
f x

x


= 


 .xשהפונקציה לא רציפה בכל נקודה  הוכיחו  .

 ה. ל  יכ  יר  נקראת פונקציית ד  זאת הערה: פונקציה 

 

 : יכואו הפרהוכיחו  (11

) אם .א )f x רציפה בנקודה  c ,אז  | ( ) |f x   רציפה בנקודהc. 

| אם .ב ( ) |f x   רציפה בנקודהc ,אז  ( )f x רציפה בנקודה  c. 
 

 : וח יהוכ   13-12בשאלות 

 חסומה. f, בה 0x, אז קיימת סביבה של  0x- רציפה ב fאם  (12

 

), ואם  0x- רציפה ב fאם  (13 )0 0f x   0, אז קיימת סביבה שלx  שבה ,( ) 0f x . 
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,יהיו   (14 :f g )פונקציות רציפות המקיימות   → ) ( )f a g a, 
 ממשי מסוים.  a  עבור
)שבה  ,a  שקיימת סביבה של והרא ) ( )f x g x. 

 
 הערה 

 תרגיל זה מכיל בתוכו גם את הטענה הבאה:

f:תהי   )פונקציה רציפה המקיימת  → ) 0f a , ר  עבוa  .ממשי מסוים 

)שבה  ,a  שקיימת סביבה של  והרא ) 0f x . 

)פשוט לקחנו   ) 0g x = . 

 בסעיף האחרון. ',משפט ערך הביניים'בטענה זו נשתמש בשאלה האחרונה תחת הנושא 
 

)הוכיחו כי אם הפונקציה  (15 )f x רציפה בנקודה  a  אזי הפונקציה ,( )g x, 

המוגדרת על ידי  

( )

( ) ( ) | ( ) |

( )

c f x c

g x f x f x c

c f x c

−  −


= 
 

 a, גם רציפה בנקודה  

 מספר חיובי כלשהו(.  c)כאשר  

 

נתונה הפונקציה   (16
1

1
1

( )

1x

x
x

f x x

e e x− −

−


= 
 − 

. 

)1את   והפיכה בתחום הגדרתה. אם כן, מצא  fהאם    קובד )f x−. 
 

 

 תשובות סופיות 

16)  
( )

1

1

1
1 0

1( )

ln 0

x
xf x

x e x

−

−


−   += 

− + 

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 שיטת החצייה

 שאלות 

3נתונה המשוואה  (1 22 2 0x x x− − + . בעזרת שיטת החצייה בקטע  = 2,3−, 

 איטרציות.  6שורש מקורב של המשוואה על ידי  ומצא
 מהו קירוב השורש?

 

3נתונה המשוואה:   (2 2 0x x− − =. 

 , המכיל שורש של המשוואה.1  עולה עלקטע שאורכו לא   ומצא . א

כמה איטרציות של שיטת החצייה יש לבצע, כדי למצוא קירוב של השורש   .ב
 ?0.001 בדיוק של

 .0.001 חשבו את השורש שמצאתם בדיוק של . ג

 

 תרגיל נוסף.הערה: בסרטון ההסבר של שיטת החצייה יש 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0.07 

א.  (2 1, 1.520xג.    10  ב. 2 = 
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 , גזירות של פונקציה הגדרת הנגזרת

 שימו לב 

מי שלא למדו  ל  .הספר  ביתכפי שנלמד ב  ,פונקציות לפי נוסחאות גזירהיש לדעת גזירת בפרק זה 
 לכאן. לחזור אחר כך  ורקאת הנושא, ללמוד  לפרק הבא,כדאי לעבור קודם  זאת

 

 *תשאלו

 את הנגזרת של הפונקציה הנתונה על פי ההגדרה: וחשב  6-1בשאלות 

)את   וחשב (7 )' 0f,   אם נתון כי( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 44f x x x x x x= − − − −. 

 

)את   וחשב (8 )' 0f,   אם נתון כי( ) ( ) 22 1 1f x x x x x= + + +. 

 

)את   וחשב (9 )' 0f,   אם נתון כי( ) ( )f x x z x=    כאשר( ) ( )
0

0 1 , lim 4
x

z z x
→

= =. 

 

)הפונקציה:    נתונה (10 )
( )

3

2

1 0

1 0

x x
f x

x x

 − 
= 

− + 

. 

 .הפונקציה רציפהאת כל הנקודות בהן   ומצא .א

1xעל פי הגדרת הנגזרת האם הפונקציה הנתונה גזירה בנקודה    ובדק .ב =. 
 האם קיים משיק בנקודה זו ? 

 

:  נתונה הפונקציה (11
1

sin 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

 (n )טבעי. 

0xה  הפונקציה גזירה בנקוד  nעבור אילו ערכים של   .א =? 

0x  הפונקציה גזירה ברציפות בנקודה nעבור אילו ערכים של   .ב =? 
 
 

 

 ___________ ___ 
 בכלל לופיטל.  חל איסור להשתמש* בפרק זה 

1) ( ) 2 4 1f x x x= + + 2) ( )
1

1
f x

x
=

+
 3) ( ) sin 4f x x= 

4) ( ) xf x e= 5) ( ) lnf x x= 6) ( ) 10f x x= + 

1

פרק 3הגדרת הנגזרת - גזירות של פונקצ...

28

28



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

: נתונה הפונקציה (12
1

arctan 0
( )

0 0

nx x
f x x

x




= 
 =

 (n )טבעי. 

0xהפונקציה גזירה בנקודה   nעבור אילו ערכים של   .א =? 

0xהפונקציה גזירה ברציפות בנקודה   nעבור אילו ערכים של   .ב =? 

 

 :םאת הגבולות הבאי  ובחש (13

 .א
0

ln(4 ) ln 4
lim
x

x

x→

+ −
 .ב                    

1

0
lim

x

x

e e

x

+

→

−
 

 

גזירה בנקודה   fנתון כי   (14
0x.  כי הוכח : 

 .א
0

0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
  

 .ב
0

2 2
2 0 0

0 0 0 0

0

( ) ( )
2 ( ) '( ) lim

x x

x f x x f x
x f x x f x

x x→

−
− =

−
  

 

 אי זוגית.  f'כי   וח יגזירה וזוגית. הוכ fנתון כי   (15

 

]- פונקציה המוגדרת בנתונה   (16 , ]a b   ומקיימת לכל,x y ב -[ , ]a b: 
2| ( ) ( ) | | |f x f y x y−  −. 

]- גזירה ב  fכי   וח יהוכ  , ]a b את נגזרתה.  ווחשב 

 

:  נתונה הפונקציה (17
2

3
( )

x x
f x

x x

 
= 


. 

)'את   וחשב )f x .על פי ההגדרה 

 

:  נתונה הפונקציה (18
2( 1)

( )
0

x x
f x

x

 − 
= 


. 

)'את   וחשב )f x .על פי ההגדרה 

 

)5נתונה הפונקציה   (19 ) sinf x x=. 

)'את   וחשב .א )f x. 

)'את כל הנקודות עבורן   ומצא .ב ) 0f x =. 
 

 ___________________________ 
   בכלל לופיטל. חל איסור להשתמש* בפרק זה 
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 : יכואו הפר וח יהוכ  (20

- גזירה ב  hאם  .א
0x ו-g אינה גזירה ב -

0x,  אזf g h= - אינה גזירה ב  +
0x. 

- אינה גזירה ב hאם .ב
0x  ו -g אינה גזירה ב -

0x, אזf g h= - אינה גזירה ב +
0x. 

- אינה גזירה ב hאם .ג
0x ו -g  אינה גזירה ב -

0x, אזf g h=  אינה גזירה ב -
0x . 

- גזירה ב hאם .ד
0x ו -g אינה גזירה ב -

0x,  אזf g h=   אינה גזירה ב -
0x. 

 

 : יכואו הפר וח יהוכ  (21

אז   ,גזירה fאם  .א
1

lim ( ) '( )
n

n f x f x f x
n→

  
+ − =  

  
. 

אם הגבול   .ב
1

lim ( )
n

n f x f x
n→

  
+ −  

  
 גזירה.  f אז  ,קיים וסופי 

 

 : יכואו הפר וח יהוכ  (22

)- גזירה ב  fאם  .א ),a b ו-lim ( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim '( )
x a

f x
+→

= . 

)- גזירה ב  fאם  .ב ),a b ו-lim '( )
x a

f x
+→

= ,   אזlim ( )
x a

f x
+→

= . 

 

)נתון כי   (23 )f x 4- רציפה בx , ומקיימת  =
4

( ) 10( 4)
lim 0

4x

f x x

x



→

− − −
=

−
. 

4x- גזירה ב f- ש וח יהוכ   .f(4)'את   ווחשב ,=

 

0x  פונקציה רציפה בסביבת הנקודה  fתהי   (24 מקיימת ה =
0

( )
lim 0
x

f x

x→
=. 

(0)כי   וח יהוכ  .א 0f =. 

0x- גזירה ב  fכי   וח יהוכ  .ב (0)'- ו = 0f =. 

 

(0)  , ונתון כיפונקציה גזירה על כל הישר fתהי   (25 0f f(0)'- ו = k=. 

כי    וח יהוכ 
1

lim
x

x f k
x→

 
= 

 
. 

 

f:תהי   (26  .0xפונקציה גזירה בנקודה   →

)0אם  .א ) 0f x , שגם   וחי הוכ| |f 0- גזירה בx. 

)0אם  .ב ) 0f x |שייתכן כי   והרא  ,= |f  0- גזירה בx  .וייתכן שלא 
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,תהיינה   (27 :f g פונקציות גזירות בנקודה   →
0x . 

נגדיר   ( ) max ( ), ( )h x f x g x=   לכלx. 

שאם   והרא
0 0( ) ( )f x g x, אז h  גזירה ב-

0x. 

 

 .- פונקציה זוגית ב fתהי   (28

), אז  0- גזירה ב fכי אם   וח יהוכ  )' 0 0f =. 
 

 בשתי דרכים שונות. והערה: פתר

 

:נתונה פונקציה   (29 (0, )f  )המקיימת  → ) ( ) ( )f xy f x f y= +, 

,לכל   (0, )x y . 

1xגזירה בנקודה   fנתון כי   =. 

(1)כי   וח יהוכ  .א 0f )- ו = ) ( )
x

f f x f y
y

 
= − 

 
 . 

0xושלכל    ,גזירה fכי    והרא .ב , 
'(1)

'( )
f

f x
x

=. 

 

פונקציה גזירה המקיימת   fנתון כי   (30
( ) ( )

2 2

x y f x f y
f

+ + 
= 

 
. 

 פונקציה לינארית.  f- ש וח יהוכ 

 

 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (31

 את הטענה הבאה: וח יהוכ  .א

- גזירה ב  fאם 
0x,  אז

( )0 0

0

( )
'( ) lim

n

n
n

f x a f x
f x

a→

+ −
= 

0naלכל סדרה   →. 

f:תהי   .ב 0פונקציה גזירה בנקודה   → 1x (1)- ו ,= 1f =. 

 אז ,kשאם   והרא

( )1 2
( 1)

lim (1 ) (1 ) ... (1 ) (1)
2

k
n n n

n

k k
n f f f k f

→

+
 + + + + + + − = . 

את הגבול   וחשב .ג
1 2 10

lim ... 10n n n

n
n e e e

→

 
+ + + − 

 
. 
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 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (32

שפונקציית דיריכלה   וח יהוכ  .א
1

( )
0

x
D x

x


= 


 לא גזירה בכל מקום. 

)2שהפונקציה   וח יהוכ  .ב ) ( 1) ( )f x x D x= 1xבנקודה  רקגזירה  − =. 

 

)פונקציה   (33 )f x   2מקיימת( )f x x   לכלx. 

0x- שהפונקציה גזירה ב וח יהוכ  =. 

 

)פונקציה   (34 )f x   2מקיימת( ) sinf x x   לכלx. 

 שהפונקציה גזירה באינסוף נקודות שונות. וח יהוכ 

 

- פונקציה גזירה ב fתהי   (35
0x. 

0כי   וח יהוכ  .א 0
0

0

( ) ( )
'( ) lim

2h

f x h f x h
f x

h→

+ − −
=. 

 , שהגבול בסעיף א' קייםבאופן , fדוגמה של פונקציה רציפה    נות .ב

)'0אך   )f x  .אינו קיים 

באמצעות   וע יהב .ג
0'( )f x   0את הגבול 0

0

( 2 ) ( 3 )
lim
h

f x h f x h

h→

− − +
. 

 

 .0x- פונקציה גזירה פעמיים ב fתהי   (36

0כי   וח יהוכ  .א 0 0
0 20

( ) 2 ( ) ( )
''( ) lim

h

f x h f x f x h
f x

h→

+ − + −
=. 

 , באופן שהגבול בסעיף א' קיים ,fדוגמה של פונקציה    נות .ב

)''0אך   )f x  .אינו קיים 

 
 . 'כלל לופיטללמידת הנושא 'את סעיף א' רק אחרי  והערה: פתר 

 

)נתון כי   (37 )f x   רציפה בנקודהx a=, פונקציה חדשה    נגדירו( ) ( ) ( )z x x a f x= −. 
 : יכוהפר או  וח יהוכ 

)הפונקציה   .א )z x   גזירה בנקודהx a=. 

)' .ב )z x רציפה ב-  x a=. 
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 תשובות סופיות 

1) ( )' 2 4f x x= + 2) ( )
( )

2

1

1
f x

x
= −

+
 3) ( )' 4 cos 4f x x= 

4) ( )' xf x e= 5) ( )
1

f x
x

= 6) ( )
1

2 10
f x

x
=

+
 

7) !44 8) 2 9) 4 

1x  בנקודהב. לא גזירה  .x  א. רציפה לכל (10  . קיים משיק אנכי בנקודה .=

1nא. (11    .2בn  

1nא. (12    .1בn  

 א. (13
1

4
 e ב.  

 . הוכחהשאלת  (14

 . הוכחהשאלת  (15

’שאלת הוכחה.   (16 0f = 

0x- הפונקציה גזירה רק ב  (17 (0)'  :ומתקיים, = 0f =. 

1x- הפונקציה גזירה רק ב  (18 (1)'  :ומתקיים ,= 0f =. 

א.  (19

4

4

5sin cos 2 (2 1)

'( ) 0

5sin cos (2 1) (2 2)

x x n x n

f x x n

x x n x n

 



 

   +


= =

− +   +

ב.   
2

x n


= 

 . הוכחהשאלת  (20

 . הוכחהשאלת  (21

 . הוכחהשאלת  (22

 ה. שאלת הוכח  (23

 ה. שאלת הוכח  (24

 ה. שאלת הוכח  (25

 ה. שאלת הוכח  (26

 ה. שאלת הוכח  (27

 ה. שאלת הוכח  (28

 ה. שאלת הוכח  (29

 ה. שאלת הוכח  (30

 55ג.  ה. שאלת הוכחב.  ה. שאלת הוכחא.  (31

 ה. שאלת הוכח  (32
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 ה. שאלת הוכח  (33

 ה. הוכח שאלת  (34

)ב.  ה. שאלת הוכחא.  (35 )f x x=   .ג( )05 'f x− 

)ב.  ה. שאלת הוכחא.  (36 ) ( )

1 0

sgn 0 0

1 0

x

f x x x

x

− 


= = =
 

 

 ה. הוכח שאלת  (37
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 צדדיות-נגזרות חד

 שאלות

שלה   שתי דרכים שונות לבדיקת גזירות של פונקציה מפוצלת בנקודות התפר ותאר (1
 )נקודה שבה מתחלפת נוסחת הפונקציה(. 

)  בפונקציה  והשתמש )
2

3

8    2

12   2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 על מנת להדגים שתי שיטות אלה.  

 . אלהלהשתמש בכל אחת משיטות יש מתי  ור יבנוסף, הסב 
 

 . ובכל דרך שתבחר ,חום הגדרתןבת גזירות הפונקציות   ו אתבדק  9-2 בשאלות 

 . נוסחה עבור הנגזרת של כל אחת מהפונקציות מו בנוסף, רש

2) ( )
2

3

4 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 3) ( )

2

3

5 2

14 2

x x x
f x

x x

 − 
= 

− 
 

4) ( )
2

3

8 2

12 2

x x x
f x

x x

 + 
= 

+ 
 5) ( )

( )
2

ln 1 2 0.5 0

2 0

x x
f x

x x x

 + −  
= 

+ 

 

6) ( ) 2 4 1f x x= + − 7) ( ) 23 1f x x x x= + + 

8) ( )
1

sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 9) ( )
2 1
sin 0

0 0

x x
f x x

x




= 
 

 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה   5האם הפונקציה משאלה   קובד (10 =. 
 

)נתונה הפונקציה   (11 )

3 1 1

1
1

x x

f x
a x

x

 +  −


= 
+  −



. 

1xהפונקציה רציפה בנקודה   a  עבור איזה ערך של הקבוע .א = −? 

על פי הגדרת הנגזרת האם   ושקיבלת בסעיף א', בדק  a- עבור ערך ה .ב
1xהפונקציה הנתונה גזירה בנקודה    = − . 

 האם קיים משיק בנקודה זו? 
 

 

 ___________________________ 
 בכלל לופיטל.  חל איסור להשתמש* בפרק זה 
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הפונקציה הבאה גזירה בנקודת   b- ו aעבור אלו ערכים של הקבועים   ומצא (12

)התפר:   )
3ln      0

    

x x e
f x

ax b x e

  
= 

+ 
. 

 נוסחה עבור הנגזרת.  מועבור ערכים אלו, רש
 

בנקודת  הגזיר   ההבא ההפונקצי b- ו  aערכים של הקבועים  אלועבור    ומצא  (13

)  :התפר )
          0 1

     1

xe x
f x

ax b x

  
= 

+ 
. 

 נוסחה עבור הנגזרת.  מועבור ערכים אלו, רש

 

:  נתונה הפונקציה (14
2 1
sin 4 0

( )

0

x x x
f x x

px q x


+ 

= 
 + 

. 

 : הנתונההפונקציה   q  -ו pעבור אילו ערכים של הקבועים    וקבע
 . א. רציפה.     ב. גזירה

 

4  :עבור הפונקציה ,f(0)'את   וחשב (15 3( ) sin(10 ) 1f x x x x= − + −. 

 

  :נתונה הפונקציה (16
| cos |

( )
0

x x
f x

x

 
= 


. 

 ממשי.  x  שהפונקציה לא גזירה לכל וח יהוכ 
 

 תזכורת )הערך השלם( 

]  פונקציית הערך השלם ]x מספר ממשי  מחזירה לכל  x הגדול ביותר מספר השלםאת ה , 

[4.1]  :)מעגלת כלפי מטה(. למשל x- שקטן או שווה ל 4 , [ 4.1] 5= − = −. 

 

)נתונה הפונקציה   (17 ) [ ] [ ]f x x x= − −. 

)'את   וחשב )f x. 

 

)נתונה הפונקציה   (18 ) [ ]sin( )f x x x=. 

)'את   וחשב )f x על פי ההגדרה. 

 

)נתונה הפונקציה   (19 )( ) [ ] 1 cos( )f x x x= −. 

)'את   וחשב )f x. 
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)היא פונקציה המקיימת  fשאם   וח יהוכ  (20 ) 2f x x   לכלx, 

0x- גזירה ב  fאז  =. 

 

- פונקציה רציפה ב fתהי   (21
0 0x =. 

)כי הפונקציה   וח יהוכ  ) ( )z x x f x= גזירה ב -
0 0x )אם ורק אם   = )0 0f =. 

 

שתי פונקציות המוגדרות בסביבה מלאה של  g- ו fיהיו   (22
0x . 

 : יכואו הפר וח יהוכ 

0אם  .א 0( ) ( )f x g x= 0- ו 0

' '( ) ( )f x g x− +=, 

0המוגדרת על ידי   ,zאז הפונקציה  

0

( )
( )

( )

f x x x
z x

g x x x


= 


- גזירה ב, 

0x. 

f:אם  .ב - לא גזירה ב →
0x ו -:g  ,- גזירה ב →

gאז  f איננה גזירה ב -. 

  מוגדרת בסביבה מלאה שלfוהפונקציה  0x- גזירה מימין ב  gאם  .ג

0( )g x 0- וגזירה מימין ב( )g x  אזי ,f g גזירה מימין ב -
0x. 

 
 הערה: אין קשר בין הסעיפים. 

 

 .- פונקציות המוגדרות ב g- ו f  תהיינה (23

x  ולכל , - היא פונקציה רציפה ב g- נתון ש y 

  מתקיים
( ) ( )

2

f x f y x y
g

x y

− + 
=  

−  
. 

)'ממשי מתקיים   xושלכל   ,- גזירה ב  f  כי  וח יהוכ  ) ( )f x g x=. 
 

נתונה הפונקציה   (24

1
1

( )

arctan 1
4

x
x

x
f x

x x


−


= 
 − 


. 

 .fאת רציפות וגזירות וקבד .א

)1את   והפיכה בתחום הגדרתה. אם כן, מצא  f  האם  וקבד .ב )f x−. 
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 תשובות סופיות 

1) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

2) ( )
2

2 4 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

3) ( )
2

2 5 2
'

3 2

x x
f x

x x

− 
= 


 

4) ( )
2

2 8 2
'

3 2

x x
f x

x x

+ 
= 


 

5) ( )
2

0.5 0
' 1 2

2 2 0

x
f x x

x x


−  

= +
 + 

 

6) ( ) ( ) ( ) ( )' 4 1 , ' 4 1f x x f x x=  = −  

7) ( ) ( ) ( ) ( )' 8 0 , ' 4 0f x x x f x x x=  =  

8) ( )
1 1 1

sin cos 0

0 0

x
f x x x x

x


− 

= 
 

 

9) ( )
1 1

2 sin cos 0

0 0

x x
f x x x

x


− 

= 
 

 

0xגזירה פעמיים בנקודה   לא (10 =. 

1a א. (11  ב. לא גזירה. לא קיים משיק.   =

12) ( )

23
ln      0

' 3 / 2
3

    

x x e
x

f x a e b

x e
e


 

= = = −
 


 

13) ( )
          0 1

' 0
     1

xe x
f x a e b

e x

  
= = =


 

0qא.  (14 ,0ב.         = 4q p= = 

15) 10− 

 . הוכחהשאלת  (16

17) 
0

'( )
undefined

x
f x

x


= 


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18) 
[ ]cos( )

'( )
undefined

x x x
f x

x

  
= 


 

19) ( )

 sin

' 0 , even

undefined , odd

x x x

f x x x

x x

 


= 
 

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1xוגזירה לכל   x  רציפה לכל א.  (24 .  .1ב

1
1 0

1
( )

3
tan 0

4 4

x
x

f x

x x
 

−


−   +

= 
  −   

  
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